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А.Б. Расулов, Ю.С. Федоров

В настоящей работе для уравнения Бицадзе с дополнительными младшими членами, состоящими из частных производных перво-
го порядка и коэффициентами, содержащими сверхсингулярную точку, исследованы задачи типа Римана–Гильберта и Пуанкаре. 
Показано, что при определенных ограничениях на коэффициенты младщих членов уравнение Бицадзе и задача типа Римана–
Гильберта сводятся к эквивалентной задаче Пуанкаре. Рассмотрены вопросы о единственности решения рассматриваемых задач 
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Дифференциальные уравнения,  
динамические системы  
и оптимальное управление (01.01.02)

Введение

В теории эллиптических уравнений система урав-
нений Бицадзе [1]

1 1 2

1 2 2

2 = 0;

2 = 0

xx yy xy

xy xx yy

u u u
u u u
� ���

� � ���
                         (B)

занимает важное место. Известно, что любую эллип-
тическую систему уравнений второго порядка с двумя 
искомыми функциями от двух переменных с постоян-
ными коэффициентами можно привести к одному из 
комплексных уравнений [2]: 
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где 
1 2= ,  2 =z x yu u iu i� � � � �  — оператор Коши– 

Римана. 
Первое уравнение хорошо изучено, чего нельзя ска-

зать о втором уравнении (уравнении Бицадзе).
Из работ П.Б. Бочева [3], М. Тахира и А. Дэвис [4] 

следует, что уравнение Бицадзе непосредственно свя-
зано с уравнением Стокса. Согласно [4], плоский слу-
чай уравнений Стокса, связывающий функции потока 
u1(x, y) и напряжения u2(x, y), имеет вид:
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где η — постоянная. 
Заменив 2ηu2 на u2, переведем эту систему в систе-

му уравнений Бицадзе. Используем некоторые факты 
из [3, 4] о сведении уравнений Стокса в плоском случае 
к уравнению Бицадзе. Также в [3, 4] рассмотрены не-
которые краевые задачи. С помощью ввода матриц 
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приведенную систему уравнений Бицадзе (B) запишем 
в матричной форме:

2 = 0.xx xy yyAu Bu Cu� �                      (0.1)

В [5] для уравнения (0.1) Стокса–Бицадзе с гранич-
ным условием Пуанкаре 

1 2 ( , )| = ( , ),x y x yp u p u qu g x y��� �             (0.2)

где р1, р2, q — действительные матричные функции 
размерности 2×2, а g(x, y) — действительная вектор-
функция, заданные на контуре Г, решение определяет-
ся в классе С4(D). Поиск решения в классе С4(D) вы-
зван тем, что при исследовании разрешимости задачи 
(0.1), (0.2) привлекаются свойства решений бигармо-
нического уравнения Δ2u = 0. Единственность решения 
системы уравнений Бицадзе (0.1), (0.2) изучают при 
четырех дополнительных одноточечных условиях, ко-
торые в настоящей работе не выписаны. Также в [5] 
даны рекомендации построения такого решения, но его 
явный вид не дан. 

Задача (0.1), (0.2) в классе 1,
( )C D�

�  исследована в 
работе А.П. Солдатова [6]. Некоторые краевые зада-
чи для комплексных дифференциальных уравнений в 
частных производных второго порядка в кольцевой об-
ласти описаны в работе [7]. Заметим, что внутри еди-
ничного круга краевая задача для уравнения Бицадзе 
(B) изучалась Бабаяном. Им было доказано, что задача 
(B) — нётерова. Некоторые краевые задачи для уравне-
ния (0.1) также проанализированы в работах [8, 9] и др.

В настоящей работе для уравнения Бицадзе (0.1) 
с дополнительными младшими членами, состоящими 
из частных производных первого порядка, и коэффи-
циентами, содержащими сверхсингулярную точку  
z = 0, исследованы задача типа Римана–Гильберта и 
Пуанкаре. Показано, что при определенных ограни-

чениях на коэффициенты младших членов уравнение 
Бицадзе и задача типа Римана–Гильберта сводятся к 
эквивалентной задаче Пуанкаре (0.2). Рассмотрены во-
просы существования и единственности решения соот-
ветствующей задачи Пуанкаре, а также представления  
решения в виде явной формулы. 

Сведение уравнения Стокса к уравнению Бицадзе 

Приведем некоторые факты из [3, 4] о сведении 
уравнений Стокса в плоском случае к уравнению Би-
цадзе.

Существует множество формулировок уравнения 
Стокса в плоскости, каждое из которых выведено из урав-
нений, описывающих поток несжимаемой жидкости:

� �
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где = ( , )u u v�  — скорость жидкости; σ — тензор напря-
жений Коши (положим, что нет никаких внешних сил). 

Наиболее распространенная формулировка урав-
нений Стокса выражается в терминах примитивных 
переменных (u→, p): 
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Введем функцию тока ψ, такую, что 
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условие несжимаемости (см. (1.1)) автоматически вы-
полняется при условии непрерывности производных 
второго порядка функции ψ. 

Пусть компоненты скорости потока заданы через 
функцию тока ψ(x, y), а компоненты дополнительного 
напряжения T

→
 — в терминах функции Эйри напряже-

ний φ(x, y) и давления p:
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где верхние индексы обозначают компоненты напря-
жений, а нижние — вторые частные производные. Тог-
да уравнения баланса количества движения и массы  
divσ = 0 и divu→ = 0 удовлетворены по непрерывности. 
Таким образом, тензор T

→
 выразим как 
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Используя (1.5), из (1.4) и (1.2) получим следующие 
уравнения: 
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Исключив давление р из первого и третьего урав-
нений системы (1.6), получим эллиптическую систему 
второго порядка по φ и ψ:

= 4 ;

= ( ).
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                      (1.7)

Изменив масштаб зависимой переменной в (1.7)
следующим образом: 2ηψ → ψ, φ → φ, сведем эту 
систему к эллиптической системе второго порядка —  
системе Бицадзе (0.1), идентифицированной как систе-
ма Стокса–Бицадзе [3 — 5].

Построение решения уравнения (2.1)

Ради удобства, наряду с вещественно-матричной 
формой уравнения Бицадзе с дополнительными млад-
шими членами, состоящими из частных производных 
первого порядка, и коэффициентами, содержащими 
сверхсингулярную точку z = 0, введем ее комплексно-
значную форму:

� � 2
= .zz z

au u cu c u f� � �
�

                   (2.1)

Пусть Q ⊂  — некоторая область. Известно, что 
в исследовании уравнения (2.1) существенную роль 
играет интегральный оператор И.Н. Векуа [5, с. 31]: 

2( )1
( )( ) = ,

Q

f dTf z
z

� �
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где d2ζ — элемент площади. 
Если f ∈ Lp(Q), p > 2, то функция u = Tf принадле-

жит соболевскому пространству W 1,p(Q) и удовлетво-
ряет уравнению =zu f , причем оператор T ограничен  
Lp(Q) → W 1,p(Q). Имеет место следующее вложение  
данного пространств в класс Гельдера [5, с. 39]: 

1, 2
( ) ( ), = 1 .
pW Q C Q

p
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Оператор Т компактен в пространствах Lp(Q) и С(Q
_
).  

В дальнейшем предполагается, что p > 2.
Теорема 1. Пусть A = a/ρ и 

0
0
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z
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Тогда функция TA существует, удовлетворяет уравне-
нию ( ) =zTA A в области Q и представима в виде 

0( )( ) = ( ) ( ),TA z a z H z� � �                    (2.4)

где 
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Заметим, что согласно известному свойству инте-
гралов типа Коши [7, c. 22] второе слагаемое в выра-
жении функции H принадлежит С ν(Q

_
) с любым ν < 1,  

в частности, H ∈ С μ(Q
_
)  с показателем μ из (2.4). 

Лемма 1. В условиях теоремы 1 функция h ∈ W 1,p(Q).
Введя h0 = –Tc; h1 = T(A0 + 2c) – h; h2 = T(A0 – c) + h 

совместно с разложением 

2
( ) =zz z
a au u cu c u c c u

z z
� �� �� �� � � � � �� �� �� � � �� �� �

и теоремой 1, а также на основе представления реше-
ний, сформулируем теорему об общем решении урав-
нения (2.1).

Теорема 2. Пусть А0(z) ∈ C(Q) и Rea0(0) < 0 . Тогда 
при (0)

0e ( )
a pf L Q� �

�  любое решение уравнения (2.1) в 
области Q дается формулой 

�0 0 1 0 1
1 2= e [ (e ) (e )],

h a h a hu T T f�� ��
� � � �        (2.5)

где � 0 2= (e );
a hf T f� ��  функции φ1, φ2 аналитичны в  

области Q. 
Доказательства леммы 1 и теоремы 2 приведены в 

[11, 12].

Исследование решения уравнения Бицадзе  
в области Q = D\{0}

Пусть область D ограничена гладким контуром Г ∈ 
C 1,ν, 0 < ν < 1 и содержит внутри точку z = 0. В насто-
ящей работе рассматривается уравнение Бицадзе (2.1). 
Перепишем его еще раз: 

2
( ) = ,zz z
au u cu c u f� � �
�                    (3.1)

где a, c ∈ C(D
_
) — функции, причем функция c(z) анали-

тична в области D, и для краткости 1
( ) = | | , > 1.

nz z z n��   
Относительно коэффициента a и правой части 

предположим, что в области D выполнены следующие 
условия:

0
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где для краткости 
1

2
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Коэффициент 2a c c� �
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 при u гарантирует разложе-

ние левой части уравнения (3.1) в виде

2
( ) = .zz z
a au u cu c u c c u

z z
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   (3.3)

Поскольку в (3.1) точка z = 0  является сингулярной, 
то рассмотрим эту систему сначала в области Q = D\{0}  

Под решением уравнения (3.1) понимается функция 
u, принадлежащая соболевскому пространству W 1,p(Q) 
и удовлетворяющая уравнению 

2
= ( )zz z

au f u cu c u� � �
�

в обобщенном смысле. 
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Напомним некоторые известные факты из теории 
эллиптических систем. Пусть в некоторой области Q 
на плоскости задана линейная эллиптическая систе-
ма второго порядка с постоянными старшими коэф-
фициентами, младшие коэффициенты и правая часть 
которых принадлежит ( ), 2

p
locL Q p � . Тогда на осно-

вании внутренней регулярности (см. монографию  
И.Н. Векуа) любое слабое решение u этого уравнения 
принадлежит классу 2,

( )
p

locW Q , т. е. W  2,p(Q) в любой 
ограниченной области Q0, лежащей в Q вместе со сво-
ей границей, является регулярным решением. В силу 
теоремы вложения функция u в действительности при-
надлежит классу 1,

0( )C Q�  с показателем μ ≤ (p – 2)/p. 
Этот факт был доказан И.Н. Векуа в [5]. 

Вернемся теперь к уравнению (3.1). Как было по-
казано, решение этого  уравнения в области Q = D\{0}  
выведено явным образом:

0 0 1 0 1

1 2e [ (e ) (e )],
h a h a hu T T f�� ��� � � � � �         (3.4)

где 0 2

01

2
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�  T —  

интегральный оператор И.Н. Векуа,

2( )1
( )( ) ,

G

f dTf z
z

� �
� �

� � ��                    (3.5)

где φ2(z) — произвольная аналитическая в области Q 
функция (d2ζ — элемент площади). 

Заметим, что если f ∈ Lp(Q), p > 2, то  функция  
u = Tf принадлежит соболевскому пространству W  1,p(Q) 
и удовлетворяет уравнению zu f� , причем оператор T 
ограничен Lp(Q) → W  1,p(Q), и имеет место следующее 
вложение данного пространства в класс Гельдера:

1,
( ) ( ), 1 2 / .
pW Q C Q p�� � � �

Решение уравнения (3.1) — 1, 1,
( ) ( \{0}),
p pu W Q W D� �  

если выполнены условия (3.2). В частности, оно — ре-
гулярно и принадлежит классу ( {0})locC D� \ . Заметим, 
что для функции 0 1

2e
a h�� �  точка z = 0 является устра-

нимой особой точкой (в силу отрицательности Rea0 и 
аналитичности функции φ2). Так что, принимая во вни-
мание, что множитель eh0  и  последние два слагаемых 
в правой части (3.4) принадлежат W  1,p(D) (значит, по 
теореме вложения они принадлежат классу C μ(D

_
) с по-

казателем μ ≤ (p – 2)/p), приходим к выводу, что и реше-
ние u уравнения (3.1) также принадлежит W  1,p(D). Та-
ким образом, под решением уравнения (3.1) в области 
D понимается функция u ∈ W  1,p(D), удовлетворяющая 
уравнению (3.1), а значит, и классу C μ(D

_
) с показателем 

μ ≤ (p – 2)/p. При этом принадлежность функции (3.4) 
классу u ∈ W  1,p(D) (включая и точку z = 0) достигается 
выбором коэффициента а0, позволяющего устранить в 
решении особенность точки z = 0, и произвольной ана-
литической функции φ1(z) из нужного нам класса. 

Проиллюстрируем теорему 2 на примере одно-
родного уравнения 1

= 0zz zu a u�� �  с постоянным 

коэффициентом a < 0, рассматриваемого в области 
= {| |< }D z R . Поскольку a0 = 0 , положим с = 0, и фор-

мула (2.4) переходит в 

1 1

2 1 1
( )( ) = .

1 | |
n n

aTA z
n R z� �

� �
�� �� � �

Соответственно, представление (3.4) примет вид 

2 2
1 1 1

| |

(| |) ( )1
( ) = ( ) ( ); ( ) = ,

R

E du z z u z u z
z� �

� � � �
� �

� � ��

где для краткости 

1 1

2 1 1
( ) = exp , 0 < < .

1 | |
n n

aE r r R
n r R� �

� �� �
�� �� ��� �� �� �

Здесь функции φ1, φ2 аналитичны в области 0 < |z| < R,  
причем 

2(| |) ( ) ( )
pE L D� � � � . В частности, условие 

( ),
p

zu cu L D� �  в рассматриваемом случае сводимое 
к  ( )

p
zu L D� , выполняется автоматически, и функция   

u1(z) непрерывна в замкнутой области = {| | }D z r� .
Значение u1(0) данной функции в точке z = 0  можно 

вычислить явно по формуле 

1
1

0
(0) = ( ) ,

Rcu E r rdr
� �

где с1 — коэффициент при z в лорановском разложении 
функции φ2(z) в области 0 < |z| < R.

Классическая задача Римана–Гильберта

Напомним известные результаты относительно 
классической задачи Римана–Гильберта, приведенные 
в монографиях [6, 13, 14]: найти аналитическую в об-
ласти D функцию φ(z), которая на границе Γ = ∂D удов-
летворяет условию 

Re | = ,G g��                              (4.1)

где функция G = α + iβ ∈ C ν(Γ) всюду отлична от нуля. 
Если g(z) ≡ 0, то задачу Римана–Гильберта называ-

ют однородной, в противном случае она — неоднород-
на. В дальнейшем воспользуемся компактным изло-
жением А.П. Солдатова относительно решения задачи 
Римана–Гильберта.

Предположим, что функция G(t) ≠ 0  всюду на Γ.  
Рассмотрим эту задачу для односвязной области D, 
ограниченной простым контуром Γ. В случае, когда об-
ласть D является единичным кругом, задача (4.1) легко 
сводится к задаче линейного сопряжения и, следова-
тельно, допускает эффективное решение. C этой целью 
функцию φ продолжим в область D′ = {|z| > 1}, полагая 

( ) = (1/ ), | |> 1.z z z� �

Очевидно, что продолженная функция будет анали-
тической в \Γ = D ∪ D′ и станет принадлежать классу  

0 ( ')C D D� � . Она удовлетворяет условию φ = φ*, где φ* 
определяется с помощью инверсии:
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*( ) = (1/ ).z z� �                            (4.2)
Операция φ → φ* является линейной над полем  

и инволютивной, т. е. (φ*)* = φ. Из определения (4.2) 
видно, что 

* ( ) = , .t t�� � ��∓                         (4.3)
В частности, краевое условие (4.1) для так продол-

женной функции φ перепишем в форме: 

= 2 .G G g� �� � �                          (4.4)

Верно и обратное. Если 
0 ( )C D D� ��� �  — решение 

задачи линейного сопряжения, подчиненное дополни-
тельному требованию φ = φ*, то сужение φ на D служит 
решением задачи (4.1).

Очевидно, задачу (4.4) можно представить в форме 
(4.1) по отношению к коэффициенту = /G G G�� . Имеет 
место следующая лемма.

 Лемма 2. Пусть æ = Ind G� , так что функция 
( ) = arg ( ) æ arg ( )a t G t t C�� � � , и пусть 

2æ

1, | |< 1; 1 2 ( )
( ) = ( ) = .

2, | |> 1;

z a tR z H z dt
t zz z �

� � ��
�

� ���
�   (4.5)

Тогда функция 
( ) (0)/2

( ) = ( )e
H z HX z R z �                     (4.6)

является G�-канонической и обладает свойством 
2æ

*( ) = ( ) .X z X z z�                         (4.7)

Доказательство.
В классе многочленов Pn введем операцию 

*
ˆ ( ) = ( ),

np z z p z                            (4.8) 

действующую по формуле

0 1 1 0( ) =
n n

n n nc c z c z с с z с z�
�� � � � � �… …

и, очевидно, инволютивную: ˆ( ) =p p� .
Из (4.7) и определения (4.8) непосредственно сле-

дует, что 
* 2æ

ˆ( ) = ,   .Xp Xp p P��                    (4.9)
Утверждается, что на единичной окружности имеет 

место соотношение 

2æ 2

ˆ( ) ( )
= , , .

( ) ( ) ( ) ( )

tp t tq t q P t
G t X t G t X t �� �

� �
� � ��� �

� �
  (4.10)

Обратимся к исходной задаче (4.1) и классу 
� �0 ˆ= , =n nP p P p p� . Очевидно, что любой элемент  

р ∈ Рn единственным образом представим в виде p =  
= p0 + ip1, где p1 ∈ Pn

0, так что  134 линейное подпро-
странство Pn

0 ⊆ Рn имеет размерность n + 1.
Теорема 3.  В условиях леммы 1 все решения задачи 

(4.1) в классе С μ(D
_
) описываются формулой 

0

2æ

( ) ( )
( ) = ( ) ( ), ,

( ) ( )

X z g t dtz X z p z p P
i t zG t X t ���

� � �
� ��   (4.11)

где функция g удовлетворяет условиям ортогональ-
ности  

0

2æ 2

( )
( ) = 0, .

( ) ( )

g t q t dt q P
G t X t ���

��         (4.12)

Очевидно, при æ 0�  размерность пространства   
0

2æP�  над полем æ равна –2æ + 1. Аналогично, при  
æ ≥ 0  размерность пространства 0

2æ 2P �  равна 2æ – 1.  
Во всех случаях индекс задачи (4.1) равен –2æ + 1 и, в 
частности, всегда отличен от нуля.

Обратимся к общему случаю односвязной области  
D. Пусть простой контур Γ = ∂D принадлежит классу  
С 1,μ, тогда по теореме Келлога конформное отображе-
ние w = ω(z) этой области на единичный круг D0 при-
надлежит классу С 1,μ (D

_
) или, что равносильно, его 

производной ω′ ∈ С μ (D
_
). Зафиксируем точку z0 ∈ D по 

условию ω(z0) = 0.
Теорема 4. Пусть æ = IndΓG, так что функция  

a(t) = argG(t) – æargt ∈ С μ(Γ), и пусть X(z) = eA(z), где 
функция A ∈ С μ (D

_
) определяется как решение задачи 

Дирихле

0 1
1Im = ; Re ( ) = ( ) | ( ) | .

2 2
A a A z a t t d t�

�

� �� � �
� �   (4.13)

Тогда все решения задачи (4.1) в классе С μ (D
_
) описы-

ваются формулой 

0

2æ

( ) ( ) ( )
( ) =

( ) ( )( ) ( )

( ) [ ( )], ,

X z f t t dtz
i t zG t X t

X z p z p P

��

�

��
� �

� � ��

� � �

�
      (4.14)

где функция g удовлетворяет условиям ортогональ-
ности

0

2æ 2

( )
[ ( )] ( ) = 0, .

( ) ( )

g t q t t dt q P
G t X t ���

�� � ��     (4.15)

Задача (R) — задача Римана–Гильберта  
для уравнения (3.1)

Для уравнения 

� � 2
=zz z

au u cu c u f� � �
�

                   (3.1)

в классе

, e ( ) ( ), 0 1 2 / ,zu u cu C D p�� �� � � � � �       (5.1)

ставится  краевая задача типа Римана–Гильберта:

1 1 2 2;Re  Re ( ) ,| |zG u g G u cu g� �� � �          (5.2)

где функции Gk, gk ∈ C ν(Γ), причем G1 и G2 всюду от-
личны от нуля.

Обозначим через R задачу (5.1), (5.2). Покажем, 
что задача R в вещественно-матричной форме эквива-
лентна задаче Пуанкаре (задаче Р). Решение указанных 
задач представляется явной формулой, и исследуются 
вопросы  разрешимости, а также их единственности в 
классе (5.1). 
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Из интегрального представления (3.4) видно, что 
аналитические функции φ, ψ определяют по u одно-
значно и восстанавливают по формулам 

0 1 0
2

0 0 1 0 1
1 2

= e ( );

= e [ (e ) (e )].

h h a
z

h a h a h

u cu f

u T T f

� � � �

� �� ��

� � �

� � � �

�

�

Следовательно, при μ < μ0 соответствие между ре-
шением u уравнения (3.1) из класса (5.1) и парой ана-
литических в D функций φ, ψ ∈ С μ (D

_
) будет взаимно 

однозначным.
Полагая 

0 0 1 0
1 1 2 2= e | ; = e | ,

h h h aG G G G � � �
� �

� �            (5.3) 

задача R редуцируется к эквивалентной задаче 

2 2 2 2 1 1 0 2 1 1Re | = ; Re | =G g R f G R g R f� �� � � � � �� �� �    (5.4)

с ограниченными операторами Rj:С μ (D
_
) → С μ (Γ), дей-

ствующими следующим образом: 

1 0
0 1

0 1
1 1 2 2

= [ (e )] | ;

= [ (e )] | ;   = | .

h a

a h

R G T

R G T R G

� �
�

��
� �

� �

� � � �

Пусть æk и Xk(z) выглядят как в (4.5), (4.6) по отно-
шению к = kG G� , k = 1, 2, и пространства Pk (D) полу-
чаются из (4.8) для X = Xk.

С помощью теоремы 2 задача (5.4) решается после-
довательно. 

Теорема 5. Пусть æk = IndΓGk, k = 1, 2, так что 
функция ( ) = arg ( ) æ arg ( )k k ka t G t t C�� � � , и пусть 

( )
( ) = e

A zk
kX z , где функция Ak ∈ С μ (D

_
) определяется 

как решение задачи Дирихле:

0 1

Im = ;
2

1Re ( ) = ( ) | ( ) | , = 1,2.
2

k k

k k

A a

A z a t t d t k

�

�

�
�

�� �
� �

Тогда все решения задачи R в классе С μ (D
_
) описы-

ваются формулой: 

0

2æ

( )( ) ( )
( ) =

( ) ( )( ) ( )

( ) [ ( )], , = 1,2,

k
k

k k

k k

g tX z t dtz
i t zG t X t

X z p z p P k

��

�

��
� �

� � ��

� � �

� �
       (5.5)

где функция gk удовлетворяет условиям ортогональ-
ности:

0

2æ 2

( )
[ ( )] ( ) = 0;

( ) ( )

, = 1,2.

k

k k

k

g t
q t t dt

G t X t

q P k

��

�

�� �

�

� ��

�
              (5.6)

Задачи Пуанкаре (задача P)

Cогласно (1.7) плоский случай уравнения Стокса, 
базирующийся на функциях потока u1(x, y) и функции 
u2(x, y) имеет вид (1.7), где η — материальная посто-
янная.

Подстановка 2ηu2 → u2 переводит систему (1.7) в 
систему уравнений Бицадзе (B). Очевидно, что урав-
нения (1.7) всегда можно привести к уравнению (B). 
Поэтому в дальнейшем рассмотрим уравнение (0.1) с 
младшими матричными коэффициентами.

Тогда, уравнение (3.1) в матричной форме имеет вид

2 =
2 2

xx xy yy x yn n
D EAu Bu Cu u u Ku F
r r

� � � � �    (6.1)

с матричными младшими коэффициентами 

1 2

2 1

1 2 1

22 1

Re(e ) Im(e )
= ;

Im(e ) Re(e )

Im(e ) Re(e )
= ;  =

Re(e ) Im(e )

i n i n

i n i n

i n i n

i n i n

a r c a r c
D

a r c a r c

a r c a r c f
E F

fa r c a r c

� �

� �

� �

� �

� �� � � �
� �� �� �� �
� �� � � � �
� � � �� �� � � �� �

и матрицей K = (kij), i, j = 1, 2 с элементами
2 2 1

11 1 2 1 2
1

22 2 1 1 2

12 21

= Re(e ) Im(e ) ( ) | | ;
= Re(e ) Im(e ) 2 | | ;
= = 0,

i i n

i i n

k c a c a c c z

k c a c a c c z
k k

� � �

� � �

� � �

� �

где а ∈ С (D
_
), c(z) = c1(x, y) + ic2(x, y) — аналитическая 

функция z = reiα с правой частью F ∈ С (D
_
). Следова-

тельно, 2×2 — матричные коэффициенты D, E, K ∈ С (D
_
). 

Ввeдя матрицы 

1 2 1

0

2 1 2

1 0 0 1
;  = ; ; ,

0 1 1 0

c c u
A B C u

c c u
�� � � �� � � �

� � �� � � �� � � ��� � � � � � � �

запишем класс функций (5.1) в матричной форме: 

� �0
0, e ( );

0 < < 1 2 / , > 2.

a T
x yu Au B u C u C D

p p

� � �� � �

� �
         (6.2)

Заметим, что A, B — матричные коэффициенты 
уравнения Бицадзе (0.1); BT — транспонированная ма-
трица B.

Для уравнения (6.1) в классе (6.2) ставится следую-
щая задача Пуанкаре.

Задача P. Найти решение уравнения (6.1) в классе 
(6.2), удовлетворяющее на Γ граничному условию 

1 2 ( , )| = ( , ),x y x yp u p u qu g x y��� �                (6.3)

где p1, p2, q, g ∈ С μ(Γ), причем

1 20 1 1 0

2 2 2 2

0 1
11 1 1

0 1 0 1 0
22 1 2 2 2 2 2 2

0 0 0 01 1
= ;  = ;

2 2

;  ;  ;
e
a

p p
G G G G

gG G u
q g u

uG c G c G c G c g�

� � � �
� � � �� � � �� � �� � � �

� �� �� � �
� � �� �� � � �� � � �� � � � � �� � � �

pj, j = 1, 2, q, ... — действительные матричные функ-
ции размерности 2×2; g(x, y) — действительный век-
тор, заданный на контуре Γ. 

Заметим, что 0 1

1 2= , =k k kG G iG g g ig� �  — коэффи-
циенты  правой части задачи R Римана–Гильберта.
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Теорема 6. Пусть æk = IndΓGk > 0, k = 1, 2 и в задаче 

(P) функции 2
,  = 1,  2, ,  ( ), = 1 ,  > 2jp j q g C p

p
�� � � � , 

и выполняются условия теоремы 5, а также разреши-
мости (5.6). Тогда задача Пуанкаре (Р) в классе (5.2) 
имеет единственное решение, которое дается фор-
мулой (3.4), в которой произвольные аналитические 
функции φk, k = 1, 2 определяются формулами (5.5).

Из теоремы 6 следует, что при æk = IndΓGk > 0,  
k = 1, 2 и выполнении остальных условий теоремы за-
дача (Р) имеет единственное решение. Согласно тео-
реме 5 при æk = IndΓGk ≤ 0, k = 1, 2 решение задачи 
(Р)   не единственное, и размерность пространства ре-
шений равна –2(æ1 + æ2 – 1). Значит, чтобы получить 
единственное решение задачи P надо дополнительно к 
условиям задачи P (для функции u и ее производной) 
добавить точечные условия

1 1

1

2 2 2 2

2

( ) = 0, = 1,2,..., 2æ 1, ;

( ) ( ) ( ) = 0, = 1,2,..., 2æ 1, .

j j

z j j j j

u z j z D

u z c z u z j z D

� � � ��
�

� � � ���
  (6.4)

где � �, 1, 2 .
k k
j sz z j s k� � �  

Согласно теореме 5 при æk ≤ 0, а также Γ ∈ С 1,ν  и  
G ∈ С ν(Γ)  однородная задача Римана–Гильберта име-
ет ровно –2æk + 1 линейно независимых решений. 
Cовокупность всех решений дается выражением 

� �2æ 2æ 1

0 1 2æ( ) = ( ) .... , = 1,2,k k
k k k
z X z c z c z c k� � �

�� � � �   (6.5)

где 0 1 2æ, ,...,  
k

c c c�  — произвольные постоянные. 
Неоднородная задача с граничным условием (5.4) 

безусловно разрешима, причем все ее решения в клас-
се С μ (D

_
) описываются формулой (5.5), выглядящей как 

0

2æ( ) = ( )( ) ( ) [ ( )], , = 1,2,k k k
z Ig z X z p z p P k�� � � �   (6.6)

где 

( )( ) ( )
( )( ) = .

( ) ( )( ) ( )

k

k k

g tX z t dtIg z
i t zG t X t��

��
� � ��� �

Подчиним решение (6.6) задачи (6.2) условию (6.4). 
При æk ≤ 0, k = 1, 2 придем к следующей системе алге-
браических уравнений: 

2æ

( )( )
( ) = ;

( )

= 1,2,..., 2æ 1, , 1, 2,

k
jk

j kk
j

k
k j

Ig z
P z

X z

j z D k

�

�
���

�
�

� � � ���

        (6.7)

где

� � � �2æ 2æ 1

2æ 0 1 2æ( ) = ... ;
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k k kk k
j j jk k

k
j

P z c z c z c

j z D k

� � �
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� � � �

а числа 
0 1 2æ, ,...,  

k
c c c�  — пока неизвестны. 

Введя обозначения 
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запишем систему уравнений (6.7) в матричной форме 

= ,
T k k
kA C F                               (6.8)

в которой столбец Ck является столбцом неизвестных   

� �0 1 2æ, ,...,  , = 1,2.
T

k
c c c k�  Матрица AT

k имеет определи-

тель =| | 0,
T

k kA� �  поскольку он является определите-
лем Вандермонда. Следовательно, системы уравнений 
(6.7) или (6.8) имеют единственное решение, и оно 
представимо в виде 

� � 1

, 1, 2.
k T k

kC A F k
�

� �                      (6.9)

Подставив установленные значения чисел cj = ck
j,  

k = 1, 2 в 2æ ,
k

P�  найдем точное значение функций φk(z),   
k = 1, 2 в (6.6) и построим однозначное решение задачи   
Р случае æk ≤ 0, k = 1, 2.

Теорема 7. Пусть æk ≤ 0, k = 1, 2, и выполняются 
условия теорем 1, 2, а также условия (6.4). Тогда за-
дача Пуанкаре (Р) для (6.1) в классе (6.2) имеет един-
ственное решение, которое дается формулой (3.4),  
в которой произвольные аналитические функции φk,  
k = 1, 2 определяются формулами (5.5), постоянные   

0 1 2æ, ,...,
k

c c c� , как решения алгебраической системы 
(6.8), определяются формулой (6.9).
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