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Сингулярно возмущенные интегральные уравнения  
с быстро осциллирующими неоднородностями
М.А. Бободжанова, В.Ф. Сафонов, Ю.В. Фомина

Рассмотрены сингулярно возмущенные интегро-дифференциальные уравнения с быстро осциллирующей правой частью. Основ-
ная цель работы заключается в обобщении метода регуляризации Ломова и выявлении влияния быстро осциллирующей правой 
части на асимптотику решения исходной задачи при наличии интегрального оператора. Различные прикладные задачи, связан-
ные со свойствами сред с периодической структурой, ведут к необходимости изучения дифференциальных уравнений с быстро 
осциллирующими неоднородностями. Уравнения данной типа часто встречаются в приложениях, например, в электрических 
системах под воздействием высокочастотных внешних сил. Наличие подобных сил создает серьезные проблемы для численного 
интегрирования соответствующих дифференциальных уравнений. Поэтому к таким уравнениям обычно применяют асимптоти-
ческие методы, наиболее известные из которых метод регуляризации Ломова и метод расщепления Фещенко–Шкиля–Николенко. 
Метод расщепления особенно эффективен в применении к уравнениям с быстро осциллирующей неоднородностью, а в случае 
неоднородности, содержащей как быстрые, так и медленные компоненты, наиболее результативен метод регуляризации Ломова. 
Оба метода разработаны, в основном, для сингулярно возмущенных уравнений, не содержащих интегральный оператор. Переход 
от дифференциальных к интегро-дифференциальным уравнениям требует существенной перестройки алгоритма метода регуля-
ризации. Интегральный член порождает новые типы особенностей в решениях, отличающихся от ранее известных, что затрудняет 
разработку алгоритма метода регуляризации. 
Ключевые слова: сингулярно возмущенные и интегро-дифференциальные уравнения, быстро осциллирующие неоднородности, 
регуляризация интеграла.
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Singularly Perturbed Integral Equations with Rapidly Oscillating 
Inhomogeneities
M.A. Bobodzhanova, V.F. Safonov, Yu.V. Fomina

Singularly perturbed integro-differential equations with a rapidly oscillating right-hand side are considered. The main goal of this work is to 
generalize the Lomov regularization method and to reveal the influence of the rapidly oscillating right-hand side on the asymptotics of the 
solution to the original problem in the presence of an integral operator. Various applied problems related to the properties of media with a 
periodic structure lead to the need to study differential equations with rapidly oscillating inhomogeneities. Equations of this type are often 
found in applications such as electrical systems under the influence of high frequency external forces. The presence of such forces creates 
serious problems for the numerical integration of the corresponding differential equations. Therefore, asymptotic methods are usually 
applied to such equations, the most well-known of which are the Lomov regularization method and the Feshchenko–Shkil–Nikolenko 
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splitting method. The splitting method is especially effective when applied to equations with a rapidly oscillating inhomogeneity, and in the 
case of an inhomogeneity containing both fast and slow components, the Lomov regularization method turned out to be the most effective. 
However, both of these methods were developed mainly for singularly perturbed equations that do not contain an integral operator. The 
transition from differential equations to integro-differential equations requires a significant restructuring of the regularization method’s 
algorithm. The integral term generates new types of singularities in solutions that differ from the previously known ones, which complicates 
the development of an algorithm for the regularization method. 
Key words: wsingularly perturbed and integro-differential equations, rapidly oscillating inhomogeneities, regularization of the integral.
For citation: Bobodzhanova M.A., Safonov V.F., Fomina Yu.V. Singularly Perturbed Integral Equations with Rapidly Oscillating 
Inhomogeneities. Bulletin of MPEI. 2022;2:119—126. (in Russian). DOI: 10.24160/1993-6982-2022-2-119-126.

Постановка задачи и сведение уравнения (1)  
к интегро-дифференциальной задаче

Рассмотрим сингулярно возмущенное интеграль-
ное уравнение
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где ε > 0 — малый параметр; h1(t), h2(t), K(t, s), β(t) — 
известные функции; y(t) — неизвестная функция. 

При развитии алгоритма построения асимптотиче-
ского решения задачи (1) важную роль в решении дан-
ного уравнения играют существенно особые сингуляр-
ности. Для их описания продифференцируем (1) по t:
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частоту быстро осциллирующей неоднородности — 
через β′(t), тогда задачу (2) перепишем в следующем 
виде:
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Если y = y(t, ε) — решение задачи (3), то оно же яв-
ляется и решением уравнения (1), и обратно, поэтому 
вместо уравнения (1) изучим задачу (3). 

Исследования сингулярно возмущенных задач типа 
(3) для интегро-дифференциального уравнения с быст-
ро осциллирующей неоднородностью ранее не про-

водились, рассматривались лишь дифференциальные 
уравнения (без интегрального члена) такого типа. Для 
построения их асимптотических решений применяли 
методы регуляризации [1 — 3] и расщепления [4 — 6].  
Описывали также сингулярно возмущенные интегро-
дифференциальные уравнения [7 — 11]. Однако в них   
быстро осциллирующими были коэффициенты при не-
известной функции, тогда как неоднородности медленно 
изменялись (т.е. не содержали быстро осциллирующих 
составляющих), поэтому обобщение методики работ  
[7 — 11] на задачи типа (1) не является очевидным и 
требует переосмысления и существенного дополнения.

Функцию λ2(t) = +iβ′(t) назовем спектром быстро 
осциллирующей неоднородности, а совокупность 
функций {λ1(t), λ2(t)} — спектром задачи (1).

Задачу (3) рассмотрим при следующих предполо-
жениях:

1) β(t), h1(t), h2(t) ∈ С ∞([0, T], 1), K(t, s) ∈ С ∞(0 ≤ s ≤ 
≤ t ≤ T], 1);

2) � � � � � � � �1 , 0, 0,  0, .t K t t t t T�� � � � � ��
Перейдем к разработке алгоритма, позволяющего 

строить регуляризованные [1, 2] асимптотические ре-
шения интегро-дифференциальной задачи (3), а значит, 
и исходного уравнения (1).

Регуляризация задачи (3), построение  
расширенной системы

Введем регуляризирующие переменные
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по спектру {λj(t)} и вместо задачи (3) проанализируем 
следующую задачу для функции y~(t, τ, ε) большего чис-
ла переменныx:
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где τ = (τ1, τ2); ψ = (ψ1, ψ2), причем τ1, τ2 наряду с t явля-
ются независимыми переменными.
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Если y~(t, τ, ε) — решение задачи (4), то вектор-
функция y = y~(t, ψ(t)/ε, ε) является точным решением 
задачи (3), поэтому задача (4) расширена по отноше-
нию к задаче (3). Однако ее нельзя считать полностью 
регуляризованной, поскольку в ней не проведена регу-
ляризация интегрального члена
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Для регуляризации интегрального оператора сле-
дует ввести класс Мε, асимптотически инвариантный 
относительно оператора J [1, с. 62]. В качестве класса    
Мε  возьмем класс Мε = U|τ = ψ(t)/ε, где U — пространство  
функций y(t, τ) , представимых суммами
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Покажем, что класс Мε = U|τ = ψ(t)/ε асимптотически 
инвариантен относительно оператора J. Образ опера-
тора J на элементе (5) пространства U имеет вид:

� � � � � � � �

� � � � � � � �
� �

0

0

0

, /

12

0
1 0

( ,  ) , ,

, , e

|

.

s

j

t

t s s

t t d

j
j

s
J y t G t s y s ds

G t s y s ds G t s y s

� ��� �

� � �
�

�

�
� � �

� �
� �
� ��

�
� �

�

�� �

Применив операцию интегрирования по частям, 
получим следующее разложение:
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Образ оператора J на элементе (5) пространства U 
представим в виде ряда
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Нетрудно показать [11, c. 291—294], что данный 
ряд сходится асимптотически при ε → +0 (равномерно 
по t ∈ [0, T]). Это означает, что класс Мε асимптотиче-
ски инвариантен (при ε → +0) относительно оператора  
J.

Обозначим через Rv операторы Rν : U → U, действу-
ющие на каждый элемент y(t, τ) ∈ U вида (5) по закону
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Операторы Rν : U → U называют операторами по-
рядка по той причине, что они в выражении Jy(t, τ, σ)  
выделяют сумму членов порядка ν относительно пара-
метра ε.

Пусть y~(t, τ, ε) — произвольная непрерывная по  
(t, τ) ∈ [0, T]{τ:Reτj ≤ 0, j = 1, 2} функция, имеющая 
асимптотическое разложение
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сходящееся при ε → +0 (равномерно по (t, τ) ∈ [0, T] × 
× {τ:Reτj ≤ 0, j = 1, 2}), тогда образ Jy~ данной функции 
разлагается в асимптотический ряд
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Это равенство является основанием для введения 
расширения оператора J на рядах вида (7):
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Хотя оператор J
~
 определен формально, его полез-

ность очевидна, т. к. на практике обычно строят N-е 
приближение асимптотического решения уравнения 
(3), в котором участвуют лишь N-е частичные суммы 
ряда (7), обладающие не формальным, а истинным 
смыслом. Запишем задачу, полностью регуляризован-
ную по отношению к исходному уравнению (2):
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Итерационные задачи и их разрешимость  
в пространстве U.  
Теорема об оценке остаточного члена

Определим решение задачи (8) в виде ряда (7). 
Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях ε  
(с учетом формул (60), (61), ..., (6v)), получим следую-
щие итерационные задачи: 
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Каждая из итерационных задач (9k) имеет вид:
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где y* — известное число; H(t, τ)  — известная функция 
класса U, элементами которого являются суммы
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                 (5a)

Введем скалярное (при каждом t ∈ [t0, T]) произве-
дение в пространстве U:
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где черта над функцией w(t) означает комплексное со-
пряжение в 1. 

Докажем следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1) и 2), и пра-

вая часть � � � � � �
2

0
1

, e j
j

j
H t H t H t �

�

� � ��  уравнения (10) 

принадлежит пространству U. Тогда для разреши-
мости уравнения (10) в U необходимо и достаточно, 
чтобы имело место тождество

� �1( , ), e 0, 0, .H t t T�� � �� � �                    (11)

Доказательство. Определим решение уравнения 
(10) в виде элемента (5) пространства U:
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( , ) e .jj
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� � ��                    (12)

Подставив (12) в (10), получим
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Приравняв отдельно свободные члены и коэффици-
енты при одинаковых экспонентах, выведем следую-
щие уравнения:

� � � � � � � � � �1 0 0 0
0

;,
t

t z t G t s z s ds H t�� � ��        (14)

� � � � � � � �1 , 1, 2.j j jt t z t H t j� �� � �� �� �        (14j)

Поскольку функция λ1(t) < 0(∀t ∈ [t0, T]),  то уравне-
ние (14) будет выглядеть следующим образом:

� � � � � � � �1 1
0 1 0 1 0

0

( ( ) , ) .( )
t

z t t G t s z s ds t H t� �� �� ���   (150)

В силу гладкости ядра –λ1
–1(t)K(t, s) и неоднородно-

сти –λ1
–1(t)H0(t) данное интегральное уравнение Воль-

терра имеет единственное решение z0(t) ∈ C ∞([0, T], 1). 
У уравнения (142) также только одно единственное ре-
шение:

� � � � � � � �1
2 2

1
2 1( ) , ]0 ,( ) [ ,z t t H tt C T��� � �� � �

так как λ2(t) не совпадает с λ1(t) при всех t ∈ [0, T].  
Уравнение (141) разрешимо в пространстве C ∞([0, T], 1) 
тогда и только тогда, когда имеет место тождество

� � � � 1
1 10 ,e 0 [0, ].H t H t t T�� � � � � � �

Таким образом, условие (11) является необходи-
мым и достаточным для разрешимости уравнения (10) 
в пространстве U. Теорема доказана.

Замечание 1. Если выполнено тождество (11), то 
при условиях 1) и 2) уравнение (10) имеет следующее 
решение в пространстве U:

� � � � � � � �
� � � �

1 22
0 1

2 1
, e e ,

H t
z t z t t

t t
� �� � � � �

� ��      (16)

где α1(t) ∈ C ∞([0, T], 1) — произвольная функция;  
z0(t) — решение интегрального уравнения (150). 

Не будем формулировать теорему об однозначной 
разрешимости задачи (10). Покажем, что применение 
теоремы 1 к двум последовательным итерационным 
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задачам (9k) и (9k+1) позволяет определить решение пер-
вой из них однозначно в классе U. 

Начнем с первой итерационной задачи (9–1). Ее пра-
вая часть � � � � � �1, , 0H t H t�� � � �  удовлетворяет усло-
вию разрешимости (11), поэтому уравнение (9–1) имеет 
решение в пространстве U в виде функции (см. (16))

� � � � � � � � � � 11 1
1 0 1, e ,y t y t t� � �
� � � � �

где функция y0
(–1)(t) удовлетворяет однородному инте-

гральному уравнению
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0 1 0

0

,
t

y t t G t s y s ds� ��� ���
c единственным нулевым решением y0

(–1)(t) ≡ 0. Значит,   
� � � � � � 11

1 1, e ,y t t� �
� � � �  где � � � � � �1 1

1 ( 0, , )t C T� �� � �  — по-
ка произвольная функция. Подчинив ее начальному ус-
ловию у–1(0, 0) = h1(0), найдем значение α1

(–1)(0) = h1(0). 
Для окончательного вычисления функции α1

(–1)(t) пе- 
рейдем к следующей итерационной задаче:
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   (17)

Учитывая вид (61) оператора R1, запишем правую 
часть задачи (17):
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Условие разрешимости (11) данного уравнения в 
пространстве U ведет к дифференциальному уравне-

нию � � � � � �
� �
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1 1
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,
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�  Подчинив его на-

чальному условию α1
(–1)(0) = h1(0), найдем однозначно 
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� , а значит, получим ре-
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задачи (9–1)  в пространстве U единственным образом. 
При этом задача (90) примет вид:
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По теореме 1 (см. (16)) она имеет следующее реше-
ние в пространстве U:
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где � � � � � �0 1
1 ( 0, , )t C T�� � �  — произвольная функция;   

y0
(0)(t) — решение интегрального уравнения
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Подчинив решение (19) начальному условию 
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Для полного вычисления функции α1
(0)(t) перейдем 

к следующей итерационной задаче (91) и запишем для 
нее условия разрешимости (11). Они приведут к не-
однородному дифференциальному уравнению 
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   (20a)

Этому уравнению удовлетворяет единственная 
функция α1

(0)(t): 
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поэтому решение (19) задачи (90) в пространстве U — 
однозначно.

Аналогично, применив теорему 1 к серии следую-
щих итерационных задач (9k), найдем однозначно их 
решения в пространстве U и построим ряд (7) с коэф-
фициентами yk(t, τ), k = –1, 0, 1, ...,  удовлетворяющими 
итерационным задачам (9k). Обозначим через yεN(t) су-

жение N-й частичной суммы ряда (7) при � � .
t�

� �
�

 Так- 

же, как в [11], докажем следующее утверждение.
Лемма 1. Пусть для уравнения (3) выполнены усло-

вия 1) — 2). Тогда при ε ∈ (0, ε0] (ε0 > 0 — достаточно 
мало) частичная сумма yεN(t) удовлетворяет задаче (3) 
с точностью до O(εN+1)(ε → +0), т.е.
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(20b)

где � � � �0,
,  ;

C T
P t P� �  постоянная 0P �  не зависит от  

ε ∈ (0, ε0].
Перепишем тождество (20b)
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и проинтегрируем его по t, учитывая начальное усло-
вие yεN(0). Получим 
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то функция yεN(0) также удовлетворяет уравнению (1) с 
точностью до O(εN+1)(ε → +0).

Для оценки нормы разности y(t, ε) – yεN(t) рассмо-
трим интегральное уравнение

� � � � � � � �
0 0

, , , , .
t t

z t K t s z s ds s ds� � � � � � �� �         (21)

Дифференцируя его по t, получим интегро-диффе-
ренциальное уравнение
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�
Данное уравнение описано в [11, с. 304], и показа-

но, что при условиях 1), 2) оно корректно разрешимо 
в пространстве С1([0, T], 1) при любой правой части 
Ф(t, ε) ∈ С([0, T], 1), и имеет место оценка

� � � � � � � �0, 0,
, , ,

C T C T
z t t�
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�

            (22)

где постоянная ν > 0 не зависит от ε > 0. 
Разность Δ(t, ε) = y(t, ε) – yεN(t) удовлетворяет урав-

нению
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, ,, ,,
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Nt K P s ds st s ds �� �� ��� � � � �� �

а значит, согласно (22), имеет место оценка
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N NC T C T
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где постоянная С
_

N > 0  не зависит от ε ∈ (0, ε0]. 
Используя гладкость коэффициентов уравнения (1), 

можно построить частичную сумму yε, N+1(t) и получить 
стандартным способом [11, с. 121] обычную оценку 
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1
0,

, .N
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y t y t C �
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Доказано следующее утверждение.
Теорема 2. Пусть для уравнения (1) выполнены ус-

ловия 1) — 2). Тогда при ε ∈ (0, ε0] (ε0 > 0 — достаточ-
но мало) уравнение (1) имеет единственное решение 
y(t, ε) ∈ С([0, T], ), при этом имеет место оценка

� � � �
[

1
0, ]

, ,  1,0,1,...,N
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где yεN(t) — сужение (при τ = ψ(t)/ε) N-й частичной сум-
мы ряда (7) (с коэффициентами yk(t, τ) ∈ U,  удовлет-
воряющими итерационным задачам (9k )), а постоян-
ная CN > 0  не зависит от ε при ε ∈ (0, ε0].

Запишем главный член асимптотики решения зада-
чи (3) (а значит, и исходной задачи (1))
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     (*)

где l(t) вычисляется по (20a), и проанализируем его. 
Если h1(0) ≠ 0, то точное решение y(t, ε) задачи (1), 

стремясь к бесконечности при ε → +0 в точке t = 0, 
совершает при t > 0 быстрые осцилляции около y0

(0)(t).  
Если h1(0) = 0 то решение y(t, ε), оставаясь ограничен-
ным при ε → +0, совершает при t > 0  быстрые осцил-
ляции около решения y0

(0)(t) интегрального уравнения
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Нетрудно видеть, что данное уравнение получено из 
вырожденного (по отношению к (1)) уравнения со скачком:
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Пример. Пусть дано уравнение
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Можно получить его решение в квадратурах (с по-
мощью программы Maple), но вычленить в нем асимп-
тотическое решение уравнения (1) вряд ли возможно. 
Сделаем это с помощью разработанного алгоритма ме-
тода регуляризации. Воспользуемся формулой (*).

В нашем случае 

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � �

1
2

1
1

1

2 2

1

, 1 , , 1, , 1;

1, 1, , ;

(0 ) 1.0

K t s t s t K t t G t s

h t t h t t t t t i t i

h�

� � � � � � � � � �

�� �

�

� � �

�

� � �

�

� �

Функция y0
(0)(t) является решением интегрального 

уравнения
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легко решаемого дифференцированием по t:  
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Запишем главный член асимптотического решения 
уравнения (1):
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